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A

ste é o0 segundo volume da Colegio FOR-MA-TEMA-

TICA: Matematica em Estudo, elaborado pelo Grupo
de Estudos e Pesquisa em Alteridade e Educa¢ao Mate-
matica - Gepam/UFSC (gepam.ufsc.br), no dmbito de
dois projetos em desenvolvimento: o projeto de pesquisa
“Na vibragiao com a alteridade surda, o que pode a ma-
tematica?” e o projeto de extensao “Por uma Matematica
Surda: ensino de Matematica em Libras”

O grupo tem por objetivo produzir estudos e pes-
quisas que problematizam as rela¢des entre alteridade e
educacdo matemitica. E liderado pelas professoras Rosi-
lene Beatriz Machado e Janine Soares de Oliveira. Conta
ainda com a participagdo de estudantes de graduagao em
Matemadtica e graduagiao em Letras-Libras, estudantes de
pos-graduagao, professores de matematica e intérpretes/
tradutores de Libras.

Neste material, apresentamos em versdo bilingue
Portugués-Libras alguns dos principais conceitos mate-
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maticos relacionados ao contetido de fungdes presentes
no curriculo de matematica, tanto do ensino fundamen-
tal quanto do ensino médio. Assim, no decorrer das pa-
ginas que seguem, o leitor encontrard uma discussao
conceitual sobre: dominio, contradominio, conjunto
imagem, lei de formagdo, formas de representagdes de
fungoes, fun¢do polinomial do primeiro grau, fungao
polinomial do segundo grau, fun¢do exponencial, fun-
¢do logaritmica e fungdo periddica.

Este texto foi escrito a partir do estudo de materiais
especificos sobre fungoes, de livros didaticos, bem como
de nossas experiéncias com o ensino deste tema. Opta-
mos por nao apresentar demonstracdes de teoremas ou
leis matematicas, assim como optamos por focar tio so-
mente em uma discussdo conceitual, sem énfase na reso-
lucao de exercicios. Se o leitor tiver curiosidade, podera
encontrar tanto as demonstragdes quanto a resolucgdo de
exercicios relacionados a fungdes em sites de internet es-
pecializados ou livros de matematica.

Além disso, por ser tratar de um material elaborado
a partir de projetos que propdem dialogar com intérpre-
tes de Libras e estabelecer uma interlocug¢ao com esses
profissionais e demais interessados na educagao de pes-
soas surdas, acreditamos ser importante disponibilizar
também uma versao em Libras. As escolhas tradutdrias
se fundamentam na experiéncia da tradutora a partir de
sua formagdo em Matematica e sua experiéncia em pro-
jetos de tradugdo para Libras, contando ainda com a par-
ceria de revisdo de um tradutor experiente. Assim, nao
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temos inten¢do de impor ou mesmo propor qualquer pa-
dronizagdo mas, sim, contribuir para a reflexdo sobre a
construcdo do discurso matematico em Libras.

Com isto, é nosso intuito que este material possa ser-
vir como material de apoio e estudo a tradutores e intér-
pretes de Libras e a professores que ensinam matematica
no trabalho com conceitos sobre fun¢des em suas aulas.
Mas, também, que possa servir como um rico material
de estudo a estudantes de matematica ou qualquer pes-
soa que deseje aventurar-se por esse tema.

Desejamos uma boa leitural!
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Alguns Conceitos Elementares sobre
Funcoes

4
A

Para planejar uma viagem uma pessoa precisa orga-
nizar diversas coisas, tais como os locais para hos-
pedagem, os meios de transporte a serem utilizados, os
restaurantes para alimentacao e os pontos turisticos a
visitar, dentre outras. A organiza¢do do cronograma de
viagem geralmente é realizada com base na quantidade de
recursos financeiros disponiveis da pessoa viajante. Uma
estratégia comum para iniciar esse tipo de planejamento
¢ a analise da relacdo entre a quantidade de dias de via-
gem e o montante de recursos financeiros disponiveis por
dia. Por exemplo, se uma pessoa possui G$ 120,00 (cento
e vinte GeCoins') para gastar durante todo o periodo de

! GeCoin é o nome da moeda ficticia do Gepam, representada por “G$”
criada para todos os casos deste material que exigirem precificacdo em sua
contextualizagdo. A similaridade com o nome de uma famosa criptomoeda
é mera coincidéncia. A criagdo do GeCoin foi inspirada nas iniciativas po-
pulares de moedas comunitarias como o CDD, moeda que circula no ter-
ritério da Cidade de Deus, no Rio de Janeiro. Além disso, o GeCoin é uma
estratégia para que as especificagdes apresentadas neste texto nao se tornem
obsoletas frente a inflacio ou alteracao da moeda oficial.
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viagem, quanto maior for a quantidade de dias viajando,
menor serd o valor médio de GeCoins disponivel para
custear os gastos diarios. Na Tabela 1 ha o detalhamen-
to de algumas dessas relagdes entre a quantidade de dias
viajando e o valor médio de GeCoins disponivel por dia.

Quantidade de dias viajando Valor GeCoins disponivel por dia (G$)

1

(S, B~ A S B\ ]

Tabela 1: Relagéo entre dias de viagem e valor médio
de GeCoins por dia.

O valor médio de dinheiro disponivel por dia é obti-
do dividindo-se o valor total disponivel (G$ 120,00) pela
quantidade de dias pretendidos para a viagem. Podemos
representar essa relacio de uma maneira genérica, cha-
mando de d a quantidade de dias viajando e v o valor mé-
dio de GeCoins por dia?. Com isso, é possivel determinar
uma equagao que permite o calculo da quantidade média
de dinheiro disponivel por dia com base na quantidade
de dias de viagem.

2 As letras d e v foram escolhidas por conveniéncia. Quaisquer outras letras
poderiam ter sido tomadas para tal representagio.

14
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Numero de dias

Figura 1: Equagéo relacionando a quantidade de dinheiro
e o nimero de dias.

A Figura 1 mostra que o valor médio (v) de Ge-
Coins disponivel por dia depende da quantidade de
dias (d) viajando. Essa relagdo de dependéncia esta de-
talhada na Tabela 2.

Quantidade de Célc1u2I(()J Valor médio de GeCoins
dias de viagem V== disponivel por dia (G$)
1 v="20 _ 120 120,00
2 v="20 6o 60,00
3 v:% =40 40,00
4 v="120 _ 30 30,00
5 v:% =24 24,00

Tabela 2: Tabela detalhando o célculo do valor médio por dia.

15
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Além de tabelas, em matematica também é comum o
uso de outras formas de representagdo para esse tipo de
analise. Dentre elas, destacamos aquela que é constituida
por um diagrama de flechas, tal como indicado na figu-
ra a seguir.

Figura 2: Diagrama de flechas.

Nesta representacao as informagdes sdo dispostas
dentro de figuras geométricas e associadas em pares por
meio de flechas (setas). Essas figuras geométricas sao
chamadas de diagramas de Venn®.

* Um diagrama de Venn pode ser representado com qualquer forma geo-
métrica plana e fechada. Uma das formas geométricas mais utilizadas em
livros e por professores que ensinam matematica sdo as elipses, formas que
se assemelham a circunferéncias achatadas. Todavia, nada impede que a for-
ma geométrica utilizada seja um tridngulo, um retingulo ou qualquer outra.

16
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Observe que a relagdo entre as informagoes, no dia-
grama de Venn da Figura 2, ¢ tal qual aquela apresenta-
da anteriormente na Tabela 2. Dentro do primeiro dia-
grama, nomeado com a letra A, ha alguns dos possiveis
valores de d (quantidade de dias viajando). No segundo
diagrama, nomeado com a letra B, ha alguns dos possi-
veis valores de v (valor médio diario de GeCoins dispo-
nivel). As flechas (setas) mostram como as quantidades
de dias viajando, inscritas em A, relacionam-se com os

valores médios diarios de GeCoins, inscritos em B, por
120

7

Ambos os diagramas, A e B, representados na Figura

meio da relacdo v=

2 podem ser vistos como conjuntos cujos elementos sio
os numeros l4 inscritos*.

Entdo, no conjunto A os elementos sdo as quantida-
des de dias viajando, ja no conjunto B os elementos sdo
os valores médios de GeCoins disponiveis para cada dia
de viagem. Além disso, tal como dito anteriormente, o
valor médio diario de GeCoins, denotado por v, depen-
de da quantidade de dias de viagem, representada por d.

* Em matematica, um conjunto é uma cole¢io de objetos chamados de
elementos. Os elementos podem ser qualquer coisa (nimeros, pessoas, in-
formagdes, carros, moveis...). Geralmente um conjunto recebe um nome
que, por convengio, deve ser uma letra do nosso alfabeto escrita com letra
maiuscula. Ainda, as formas mais comuns para apresentar um conjunto sio
por meio de diagramas de Venn, como mostrado na Figura 1, e pela forma
tabular. Na forma tabular, a letra que nomeia o conjunto é escrita do lado
esquerdo de uma igualdade e do lado direito sio listados os elementos do
conjunto entre chaves e separados por virgula. Por exemplo, os conjuntos A
e B apresentados na Figuras 1 podem ser apresentados na forma tabular da
seguinte forma: A = {1, 2, 3, 4, 5} e B = {120, 60, 40, 30, 24}.

17
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Ou seja, ha uma relagao de dependéncia entre os elemen-
tos de A e de B e, ainda, essa rela¢ao é iinica, pois para cada
elemento de A ha apenas um elemento de B associado.

Relagdes entre dois conjuntos, tais como essa que
apresentamos, sao chamadas de fun¢do. Isso pode ser
definido da seguinte forma:

Uma fungao f é uma relagao entre os elementos de
dois conjuntos A e B, tal que todo elemento de A esta
relacionado com um tunico elemento de B. A notagao
usual para uma fungéao é f: A > B (lé-se: f é uma fungdo
de A em B).

E importante saber que:

o Aletra f funciona como o nome da fungéo (apresenta-
do, por convencéo, sempre em minusculo), é o rétulo,
escolhido arbitrariamente, por meio do qual identifi-
camos a fun¢ao em questdo;

o As letras A e B indicam quais conjuntos participam da
func¢ao. O conjunto A ¢ chamado de dominio da fun¢ao
f (ou conjunto de partida) e o conjunto B é chamado de
contradominio da fung¢io f (ou conjunto de chegada);

o Aseta () indica que a relagdo entre A e B é orientada.
Isso significa que existe uma relagao de dependéncia
para determinar as associagdes dos elementos de A
com os elementos de B, nesta ordem. Até porque essa
associagdo ¢ dada a partir dos elementos de A (ele-
mentos do dominio);
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 Os elementos do conjunto A (dominio da fungdo) sao
chamados de variaveis independentes e geralmente
identificados pela letra x. Ja os elementos do conjunto
B (contradominio da fun¢ao) sao chamados de varia-
veis dependentes e geralmente identificados pela letra
y. Ou seja, na relagdo entre os elementos de A e de B, a
associacdo com um elemento y de B depende do ele-
mento x de A, por isso diz-se que y depende de x;

o A lei de formagao da fungao® ¢ a regra de associagao
que determina como se dara a relacdo entre os elemen-
tos de A e B. A escrita simbdlica disso é f(x)=y, que
significa dizer que y é obtido a partir de um x, confor-
me a lei de formagao de f.

o Sdo duas as condi¢des para que uma relagao seja clas-
sificada como uma fun¢ao: 1) Que todos os elementos
do conjunto de partida estejam relacionados; 2) Que
todos os elementos do conjunto de partida estejam rela-
cionados a um tnico elemento do conjunto de chegada.

Conforme ja argumentado, fung¢des sao objetos
matematicos utilizados para descrever, estudar e explo-
rar relagdes de dependéncia entre conjuntos. E preciso
dizer também que a dependéncia entre os elementos
dos conjuntos e a lei de formagao da fungao sdo for-
jadas conforme o interesse de analise. Ou seja, a lei de

® A lei de formagdo de uma fungdo é, a rigor, apenas uma regra para associar
os elementos dos conjuntos A e B. Essa regra nao precisa ser necessaria-
mente uma equagao, pode ser também, por exemplo, uma sentenga expressa
com palavras.
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formacao que estabelece a relagdo de dependéncia entre
os elementos dos conjuntos ¢ construida de tal modo
que permita a melhor analise matematica que se possa
fazer. Em determinados casos tal tarefa pode ser mais
simples, tal como a relagdo entre a medida do lado de
um quadrado e a medida do perimetro desse mesmo
quadrado (o perimetro é o quadruplo da medida do
lado). Em outros casos pode ser extremamente comple-
xa, tal como geralmente ocorre quando interpretamos
fendmenos naturais por meio de fungdes (nos proxi-
mos capitulos havera exemplos desse tipo). Isso quer
dizer que as fung¢des nao sdo objetos matematicos que
existem por si s6 e que devemos descobri-las, ao con-
trario, nds utilizamos as fun¢des para interpretar mate-
maticamente diversas situagdes pois, se bem utilizadas,
elas podem favorecer a nossa compreensao sobre um
objeto de interesse (seja esse objeto algo da matematica
ou de outra area do conhecimento).

Voltando ao nosso exemplo, a rela¢ao entre a quanti-
dade de dias viajando e o valor médio didrio de GeCoins
disponiveis configura uma funcéo, de forma que:

o O conjunto A contém algumas das possiveis quanti-
dades de dias viajando (d), que determinam os valores
médios diarios de GeCoins disponiveis;

o O conjunto B contém alguns dos valores médios dia-
rios de GeCoins (v), que dependem da quantidade de
dias viajando;

o Todas as quantidades de dias viajando se relacionam
com um valor médio didrio de GeCoins, ou seja, para

20
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todos os elementos do conjunto A ha uma relagdo com
um elemento do conjunto B;

o Para cada quantidade de dias viajando, ha uma tnica
correspondéncia com um valor médio didrio de Ge-
Coins, ou seja, cada elemento do conjunto A se rela-
ciona com um unico elemento do conjunto B.

o Existe uma relacdo de dependéncia entre os elementos
dos conjuntos A e B. Nessa relacao a associagao se da a
partir dos elementos de A, entdo A é o dominioe B é o
contradominio da fun¢ao, indicados, respectivamente,

por D(f) e CD(f);

o A lei de formacao (regra de associa¢ao) que determi-
na como os elementos de A se relacionam com os ele-
mentos de B ¢ dada por f(d) :% .

o O valor médio diario de GeCoins (v) é determinado
pela quantidade de dias viajando (d), entao v é a va-
riavel dependente e d é a variavel independente, tal
como mostra a Figura 3.

Figura 3: Lei de formagéo do valor médio diario

Quando se identifica um elemento y do contradomi-
nio que se relaciona com um elemento x do dominio de
uma fungao, dizemos que y ¢ a imagem de x. Todos os
valores de y do contradominio que se relacionam com al-

21
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gum elemento x do dominio podem ser reunidos em um
subconjunto® chamado de imagem da fungao e indicado
por Im(f). Dito de outra forma, o conjunto imagem é
um subconjunto do contradominio em que figuram
todos os elementos do contradominio que se relacio-
nam com algum elemento do dominio.

Essa distingdo dos elementos do contradominio é ne-
cessaria pois ha fungdes em que alguns elementos do con-
tradominio nao se relacionam com elementos do dominio.
Por exemplo, se na situagdo exposta anteriormente o con-
tradominio B fosse B = {120, 110, 100, 90, 80, 70, 60, 50, 40,
30, 20, 10}, nem todos os valores de B estariam relacionados
com elementos de A (quantidades de dias viajando). A figu-
ra 4 ilustra esse caso por meio de um diagrama de flechas:

Figura 4: Diagrama de flechas.

¢ Se todos os elementos de um conjunto A também pertencerem a um con-
junto B, entdo um subconjunto B, de um conjunto A, é um conjunto cujos
elementos sdo todos também elementos do conjunto A.

22
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Veja que hda o mesmo dominio A = {1, 2, 3, 4, 5} mas
no contradominio B ha novos valores de GeCoins. Im-
portante destacar que, mesmo que nem todos os elemen-
tos do contradominio estejam relacionados, essa relagdo
continua sendo uma fungao, pois a condi¢ao de que to-
dos os elementos do conjunto A se relacionem com um
unico elemento do conjunto B permanece satisfeita. As-
sim, o conjunto imagem dessa fungao, diferente do con-
tradominio B, é Im = {120, 60, 40, 30, 24}, em que figu-
ram apenas os valores médios didrios de GeCoins que
estdo relacionados com quantidades de dias viajando.

O estudo de fung¢des ndo se esgota com o que foi ex-
posto até aqui. Na verdade, essa foi apenas uma introdu-
¢do com destaque para alguns conceitos fundamentais.
As fungoes podem receber identificagdes especiais que
sao atreladas a singularidades da lei de formagdo. Assim,
a partir do proximo capitulo, o estudo continuard com
foco em alguns desses casos especiais de fungdes.

23






Funcao Polinomial do Primeiro Grau

4
A

ma das tarefas de uma pessoa que visita lugares em

outras cidades é decidir o meio de transporte que ira
utilizar. Diversos sdo os fatores a serem considerados, tais
como a disponibilidade dos meios de transporte, o tempo
de viagem e o tipo de experiéncia que se deseja vivenciar
durante o passeio. Todavia, o custo para realizar os des-
locamentos é um fator importante a ser considerado. Al-
guns meios de transporte nao exigem calculos complexos
para que se possa determinar a quantia a ser desembolsa-
da, como a passagem de 6nibus ou de metr6. Porém, para
aqueles que tém o custo atrelado ao tempo de desloca-
mento, como viagens contratadas por intermédio de apli-
cativos, aluguéis de bicicleta e corridas de taxi, a histdria
é outra. A despeito das particularidades destes meios de
transporte, geralmente o custo ¢ calculado da seguinte for-
ma: uma taxa minima pela contratagdo do servigo acres-
cida de um valor que leva em consideragdo o tempo e/ou
a quilometragem percorrida. Essas estimativas de custos

25
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com os deslocamentos durante viagens sao étimas para o
estudo de um tipo especial de func¢io: a fun¢ao polino-
mial do primeiro grau’ ou fun¢ao afim.

Em um cendrio em que um servigo possui seu preco
calculado com o pagamento de G$ 1,00 pela contrata¢ao
e é acrescido de G$ 0,20 para cada quildmetro percorri-
do, é possivel analisar matematicamente a relacao entre
a distancia percorrida e o valor a ser pago. Essa situa-
¢do ¢é semelhante aquela que apresentamos no capitulo
anterior. L4, a quantidade de dinheiro para cada dia de
viagem dependia do nimero de dias viajando. Agora,
acontece algo parecido: o valor a ser pago depende da
distancia percorrida.

Da mesma forma que fizemos anteriormente, é pos-
sivel analisar essa situacdo atribuindo uma letra que
identifique cada informagdo. O valor a ser pago pode
ser representado pela letra v e a distancia percorri-
da em quilometros pode ser representada pela letra d.
Assim, o valor a ser pago pode ser calculado pela equagao
v=02-d+1.

Para determinar o valor a ser pago em cada desloca-
mento basta substituir pelo total de quildmetros a serem
percorridos, tal como mostrado na Tabela 3.

7 Diz-se fungao polinomial do primeiro grau pois o maior expoente da va-
ridvel independente na lei de formagéo desse tipo de fun¢io é 1. No préximo
capitulo, estudaremos fungdes polinomiais do segundo grau que, por sua
vez, apresentam em sua lei de formagao a varidvel independente com maior
expoente igual a 2. Isso se estende para fungdes polinomiais de terceiro
grau, quarto grau, quinto grau, etc.

26
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Quilémetros Célculo

percorridos (d) v=02-d+1
0 02x0+1=0+1=
1 02x1+1=02+1=
2 02x2+1=04+1=
3 02x3+1=06+1=
4 02x4+1=08+1=
5 02x5+1=1+1=

Tabela 3: Detalhamento do calculo do valor a ser pago de acordo
com a quilometragem.

Veja que, se todas as quantidades de quilometros
percorridos forem reunidas em um conjunto chamado
de A e se todos os valores a serem pagos forem reunidos
em um conjunto chamado de B, essa relagao atenderd a
todos os requisitos para ser configurada como uma fun-
¢do f: A > B, pois:

« Existe uma relac¢do entre os elementos de A e os ele-
mentos de B que associa para cada distancia d (varia-
vel independente) um valor v (variavel dependente).
A é o dominio da funcdo e B é o contradominio da
funcgao;

 Todas as distancias d se relacionam com um valor v a
ser pago, ou seja, para todos os elementos do conjunto
A ha uma relagdo com um elemento do conjunto B;
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o Para cada distincia d percorrida, ha uma tnica cor-
respondéncia com um valor v a ser pago, ou seja, cada
elemento do conjunto A se relaciona com um unico
elemento do conjunto B;

o A lei de formacao da fungéo é f(x) = 0,2x + 1, em que
x representa a quantidade de quilémetros percorridos.

E importante chamar atencdo para o fato de
que, diferentemente da situacdo exposta no capitulo
anterior, analisar essa fun¢do por meio de diagramas
de flechas nao é uma estratégia vantajosa. Isso porque,
matematicamente, hd infinitos valores entre zero e cinco
quildémetros percorridos. Nesses casos, costuma-se lan-
¢ar mao de outra forma de representagido que dé conta
dessa grande (infinita) quantidade de relagdes: a repre-
sentacao grafica no plano cartesiano.

O plano cartesiano é formado por eixos coordena-
dos formados por duas retas numéricas perpendiculares
(retas que possuem apenas um ponto em comum e cujo
angulo entre elas é de 90°). Essas retas sao graduadas e os
valores exibidos geralmente sdo aqueles necessarios para
a construcao dos objetos que se deseja representar. A reta
horizontal é chamada de eixo x (ou eixo das abscissas) e
a reta vertical é chamada de eixo y (ou eixo das ordena-
das). O ponto em que essas retas se cruzam é chamado
de origem e a origem esta associada ao 0 (zero), tanto do
eixo X, quanto do eixo y. A Figura 5 é uma representacao
de um plano cartesiano.
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Figura 5: Plano cartesiano.

Um par ordenado (x, y) representado no plano car-
tesiano ¢ dito um ponto do plano e, geralmente, é no-
meado com uma letra maiuscula do nosso alfabeto. Para
localizar um par ordenado no plano cartesiano deve-se
inicialmente localizar nos eixos coordenados os valores
dex e dey, associados respectivamente aos eixos das abs-
cissas e das ordenadas; depois deve-se tragar retas per-
pendiculares aos eixos coordenados que passem pelos
valores de x e de y localizados. A Figura 6 contém um
exemplo de localizagdo de um par ordenado P(2, 3) no
plano cartesiano.
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N et ]

2

Figura 6: Representa¢do do ponto P (2, 3) no plano cartesiano.

Em resumo, um plano cartesiano consiste em um sis-
tema de coordenadas que permite determinar de forma
Unica a posi¢do de pontos no plano e, assim, representar
formas geométricas (pontos, retas, poligonos, circulos,
curvas, entre outros).

Para representar graficamente uma fungdo no pla-
no cartesiano, os valores do dominio da funcao devem
ser localizados no eixo x e os valores do contradominio
da fungdo no eixo y. Nesse sentido, considerando nosso
exemplo da contratacdo de um servi¢o que possui seu
preco calculado a partir de uma taxa fixa e uma variavel,
os valores do eixo x representam os valores da variavel
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independente d e os valores do eixo y representam os va-
lores da variavel independente v. Com isso, a lei de for-
magao pode ser reescrita como y = 0,2x + 1. Na Tabela 4
ha o célculo de alguns pares ordenados que servirao de
base para a representacao grafica dessa fun¢do (chame-
mos fungdo f) no plano cartesiano.

Alguns valores Calculo por Valores das
do dominio meio da lei de imagens Pares

(valores de x) formacéo (valores de y) ordenados
0 02.0 +1 1 AQO; 1)
4 02.4 +1 1,8 B(4; 1,8)
8 02.8 +1 2,6 C(8; 2,6)
12 02.12 +1 3,4 D(12; 3,4)
16 02.16 +1 4,2 E(16:4,2)
20 02.20 +1 5 F(20; 5)
24 02.24 +1 5,8 G(24; 5,8)

Tabela 4: Tabela detalhando o calculo para determinar
os pares ordenados.

A representagao grafica da fungdo g deve ser o con-
junto de todos os infinitos pares ordenados (x, y) mar-
cados no plano cartesiano. Perceba que nao é necessario
calcular todos os infinitos pares ordenados (nem seria
possivel!), pois neste caso é sabido que entre quaisquer
dois pares ordenados ha outros infinitos pares que res-
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peitam a mesma relagao. Por isso, com apenas alguns pa-
res ordenados marcados no plano cartesiano é possivel
representar todos os demais, bastando conectar tais pon-
tos no plano, conforme mostrado na Figura 7.

Figura 7: Representagdo grafica da fungio f.

Diferentemente da representagdo por diagramas de
flecha, a representacao grafica da fungao permite a visua-
lizagdo de uma parte das infinitas relagdes entre a quanti-
dade de quilémetros percorridos e o valor a ser pago pelo
deslocamento, neste caso, representada por uma semir-
reta com origem no ponto A (veja Figura 6).

Toda fungao cuja representagdo grafica seja dada por
uma reta é chamada de fun¢io polinomial do primeiro
grau (ou fun¢io afim). Ela é definida da seguinte forma:

Uma fungao f:R->R sera chamada de fungao poli-
nomial do primeiro grau quando para todo numero
x € R associa-se o numero ax+b, com a e b reais, sendo
az0.
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O coeficiente a é chamado de taxa de variagdo
da fungdo ou coeficiente angular; ja b é chamado de
coeficiente linear da fun¢do. Assim sendo, a fungido
flx) = 0,2x + 1 é um exemplo de fungdo polinomial do
primeiro grau®, com taxa de variagao igual a 0,2 e coefi-
ciente linear igual a 1.

Outra situagdo que pode ser analisada por meio de
uma fungdo polinomial do primeiro grau e que ainda
estd envolvida com a andlise do custo para deslocamen-
tos por meio de um determinado meio de transporte é o
calculo do saldo do cartao de bilhetagem eletrénica de
onibus conforme cada passagem ¢é paga.

Suponha que haja um saldo de G$ 16,00 em um car-
tdo de bilhetagem eletronica, que cada passagem custe
GS$ 1,00 e que uma pessoa gaste 4 passagens por dia. Note
que, conforme aumenta a quantidade de dias, a quantia do
saldo do cartdo diminui. Além disso, o saldo do cartdo de-
pende da quantidade de dias em que a pessoa o utiliza para
fazer seus deslocamentos. Dito de outra forma, o saldo do
cartdo depende da quantidade de dias de uso. Assim, uma
analise possivel se da por meio da funcéo f, que relaciona
o saldo y, restante no cartao de bilhetagem eletronica de
oOnibus, e a quantidade x de dias de deslocamento, deter-
minada pela lei de formagao f(x) = 16 — 4x. Na Figura 8 ha
a representacgdo grafica’ da fungdo flx) = 16 — 4x.

8 Fungdes do primeiro grau que possuem o coeficiente b igual a zero sdo
chamadas de fungdo linear. Ex.:fx = 2x ;gx = -4x.
? Optou-se por utilizar o dominio continuo de [0, 4] para facilitar a explica-
¢do sobre crescimento e decrescimento da fungao.
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Figura 8: Representacdo grafica da fungio f(x) = 16 - 4x.

A partir da andlise da representagdo grafica da fun-
¢do (conforme a Figura 8) é possivel notar que ap6s um
dia de deslocamentos o saldo no cartao sera de G$ 12,00.
Apés dois dias de deslocamentos o saldo sera de G$ 8,00.
Passados trés dias de deslocamentos o saldo ficard em G$
4,00. Por fim, o saldo sera de zero quando a pessoa com-
pletar quatro dias de deslocamentos.

A partir da observagao das representagdes graficas das
fungdes polinomiais do primeiro grau no plano cartesia-
no, é importante destacar que ha fungdes do primeiro grau
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classificadas como fungoes crescentes e fun¢des do pri-
meiro grau classificadas como fungdes decrescentes. Um
exemplo de fung¢do do primeiro grau crescente é a fungao
flx) = 0,2x + 1. Nesse caso, conforme os valores de x au-
mentam, os valores de y também aumentam. Por outro
lado, se considerarmos a fungéo f(x) = 16 - 4x, conforme
os valores de x aumentam, os valores correspondentes de
y diminuem, caracterizando uma func¢éo decrescente. Por
sorte, ndo é necessario construir a representacdo grafica
da funcdo polinomial do primeiro grau para determinar
se ela é do tipo crescente ou decrescente. Basta olhar o va-
lor do coeficiente a. Se a for maior do que zero (tal como
no caso da fun¢ao f(x) =0,2x + 1 em que a=0,2 ), a fungdo
serd crescente. Se a for menor do que zero (tal como no
caso da fungdo f(x) = 16 — 4x em que a = —4), a fungdo sera
decrescente. A Figura 9 sintetiza a relacdo entre a posigao
da reta que representa a funcao polinomial do primeiro
grau no plano cartesiano e o valor do coeficiente a.

Figura 9: Relagdo entre o coeficiente angular e o crescimento ou
decrescimento da fungdo polinomial do primeiro grau.
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Ainda observando as representagdes graficas das
fungdes polinomiais do primeiro grau no plano carte-
siano, ¢ importante chamar aten¢io para o ponto de in-
terseccao da reta com o eixo das abcissas (eixo x). Esse
ponto possui coordenada (x, 0) e o valor de x é chamado
de raiz ou zero da fungio. Dito de outra forma, o zero
da fungéao polinomial do primeiro grau é o valor de x, do
dominio, tal que f(x) = 0, ou seja, o valor de x quando
ax+b=0. Do que resulta:

ax+b=0

ax=-b

x=-b/a

Por exemplo, na Figura 8 é possivel perceber que o
zero da fungéo é x = 4, pois é no ponto (4, 0) que a reta
que representa a funcdo intersecta o eixo x. A Figura 10
destaca de maneira genérica o local do zero da fun¢ao
polinomial do primeiro grau no plano cartesiano.

A

/]

Figura 10: Zero da func¢éo no plano cartesiano.

Zero da fungio
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Outra intersec¢do importante se da entre a reta que
representa a fungao polinomial do primeiro grau e o eixo
y do plano cartesiano. Neste caso, o ponto de intersec¢ao
possui coordenada (y, 0). O valor de y coincide com o
valor do coeficiente linear da fungao. Isso acontece pois,
para qualquer fung¢do polinomial do primeiro grau, ao
substituir x por zero na lei de formacao da fungao, resta-
rd apenas o valor de b (coeficiente linear). Graficamen-
te, o valor do coeficiente linear corresponde a ordenada
onde a reta intersecta o eixo y.

A Figura 11 destaca de maneira genérica o local da
intersec¢do da reta que representa a fun¢do polinomial
do primeiro grau com o eixo y do plano cartesiano, tanto
para uma fungéo do tipo crescente quanto para uma fun-
¢do do tipo decrescente.

Figura 11: Coeficiente linear indica o local da intersec¢do
da reta com o eixo y.

As fungdes polinomiais do primeiro grau sao um caso
especial de funcdo polinomial e podem ser utilizadas,
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em alguns casos (fungdes lineares), para a interpretacao
de dados que estao ligados a contextos que apresentam
proporcionalidade linear. A discussdo realizada até
aqui mostrou apenas alguns conceitos elementares e
aplicagdes basicas, mas servem como ponto de partida
para o vasto estudo possivel a ser realizado sobre as fun-
¢oes polinomiais do primeiro grau. No capitulo seguinte,
o estudo se dara a partir de outro caso especial de fung¢ao
polinomial, a fun¢do polinomial do segundo grau.
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Funcao Polinomial do Segundo Grau

4
A

/
muito comum encontrar nas margens de rodovias

vendedores de diversos tipos de produtos, tais como
alimentos e pecas de vestuario. No Sul do Brasil, por
exemplo, milho, pinhdo e morangos sao facilmente
encontrados em beiras de estrada. Dependendo da
regido, nao ¢é dificil que haja varios pontos de venda do
mesmo produto. Entretanto, o preco desses produtos
costuma variar entre um ponto de venda e outro, inclu-
sive entre pontos de venda bem préximos. E evidente
que diferentes fatores influenciam no preco de venda,
dentre eles podemos destacar: qualidade, transpor-
te, custo e demanda. Um pouco de matemitica ajuda,
e muito, a compreender como o valor de um produto
pode ser estabelecido de forma a garantir a receita ma-
xima ao estabelecimento. Vejamos como!
Vamos tomar como exemplo uma pessoa que ven-

de 40 espigas de milho por dia, cada espiga vendida por
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GS$ 3,50". Essa pessoa esta disposta a diminuir o preco
de venda, caso isso se converta em uma receita didria
maior e, para tanto, fez uma pesquisa de mercado. Como
o mercado tende a ser algo extremamente complexo,
analisa-lo como um todo pode se mostrar uma tarefa di-
ficil. Por este motivo, a pessoa optou por uma pesquisa
de mercado simplificada (mas, nem por isso, menos po-
derosa) com o objetivo de analisar a relagdo entre apenas
duas variaveis: o preco da espiga e a receita diaria (total
arrecadado no fim do dia).

O primeiro passo da pesquisa foi variar o preco de
venda das espigas e verificar como tal variagdo impacta-
va a receita diaria. Dentre o universo de pregos possiveis
para a venda das espigas, a analise foi realizada com um
teste de apenas onze valores. Isto é, durante onze dias a
pessoa variou o preco de venda das espigas e observou o
impacto na receita diaria. Essa pessoa notou que reduzir
o preco de venda de cada espiga em G$ 0,10 aumentava
a venda de espigas em duas espigas a mais por dia. Estes
valores, bem como a receita didria gerada por cada um,
sao apresentados na Tabela 5.

10 Este contexto foi inspirado no problema “A receita méxima” (IEZZI et al.,
2016, p. 105-106).
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Preco da espiga  Numero de espigas Receita diaria
Dia (R$) vendidas por dia (G$)
0 3,50 40 3,5-40 = 140,00
1 3,40 42 3,4-42 =142,80
2 3,30 44 3,344 =145,20
3 3,20 46 3,2-46 = 147,20
4 3,10 48 3,1-48 =148,80
5 3,00 50 3-50 = 150,00
6 2,90 52 2,9-52 =150,80
7 2,80 54 2,8-54 =151,20
8 2,70 56 2,7-56 = 151,20
9 2,60 58 2,6 - 58 = 150,80
10 2,50 60 2,5-60 = 150,00
11 2,40 62 2,4-62=148,80

Tabela 5: Tabela detalhando a relagdo entre o preco da espiga
de milho e a receita didria.

Observe que o valor de venda inicial, de G$ 3,50, é
um dos que gera menor receita didria para a pessoa que
vende milho. Isso porque a receita diaria de G$ 140 se
repete quando o valor de venda das espigas é de G$ 2,00.
Repare também que diferentes precos para a espiga de
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milho produzem'' receitas diarias diferentes. De fato,
até os dias 7 e 8 os descontos proporcionam uma receita
maior (G$ 151,20). Todavia, a partir do dia 9 a receita
passou a decrescer.

Também chama atencédo o fato de que as receitas se
repetem para diferentes valores de venda da espiga de
milho, tal como no caso de valores de venda por G$ 2,50
e por G$ 3,00 (dias 5 e 10), em que ambos produzem uma
receita de G$ 150,00. Na Tabela 6 hd os pares de prego de
venda da espiga que resultaram na mesma receita diaria.

Preco da espiga (R$) Receita diaria (G$)
2,40e3,10 148,80
2,50 € 3,00 150,00
2,60€2,90 150,80
2,70e 2,80 151,20

Tabela 6: Pares de valores de venda de cada espiga de milho
que possuem a mesma receita diaria.

Perceba que uma (simples) pesquisa de mercado
pode produzir dados, no minimo, curiosos. Este tipo de
situacdo pode ser analisada por meio de uma fung¢ao, pois

! Evidente que diferentes fatores (como, por exemplo, as condi¢des meteo-
rolégicas e o dia da semana em questdo) podem afetar a receita didria da
pessoa que vende milho. Lembre-se que a escolha foi a de isolar apenas duas
varidveis: o prego da espiga e a receita didria. Entdo, para os efeitos desta
pesquisa, desconsidera-se a influéncia dos demais fatores, assumindo-se
que toda e qualquer variagdo da receita didria é causa direta da variagao no
prego da espiga.
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ha uma relagdo de dependéncia entre os descontos e as
receitas. Ainda, para cada desconto ha apenas um valor
de receita que se associa. Porém, perceba que neste caso
o contradominio da fungéo ¢ o conjunto formado pelos
valores das receitas diarias, mas o dominio pode ser for-
mado tanto pelo conjunto dos dias analisados (D(f) =
{0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11}) quanto pelos valores
de venda das espigas de milho (D(f) = {3,50; 3,40; 3,30;
3,20; 3,10; 3,00; 2,9; 2,8; 2,7; 2,6; 2,5; 2,4}).

Assim como dito no capitulo anterior, a construgao
de uma fungédo para a analise de uma situac¢ao pode ser
realizada conforme o interesse de investigacao. Nesse
caso, interessa-nos que o dominio da fungao seja o con-
junto dos valores de venda da espiga de milho, pois a pes-
soa deseja descobrir o valor ideal da venda da espiga de
milho para obter a maior receita possivel, ndo o dia em
que a receita foi a maior.

Os dados da Tabela 5 podem ser reorganizados em
pares ordenados (x; y) que relacionam os precos de ven-
da das espigas e os valores das receitas didrias, conforme
mostra a Tabela 7.

Preco da espiga (R$) Receita diaria (G$) Par ordenado (x; )
3,50 140,00 A(3,50; 140,00)
3,40 142,80 B (3,40; 142,80)
3,30 145,20 C (3,30; 145,20)
3,20 147,20 D (3,20; 147,20)
3,10 148,80 E(3,10; 148,80)
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3,00 150,00 F(3,00; 150,00)
2,90 150,80 G (2,90; 150,80)
2,80 151,20 H (2,80; 151,20)
2,70 151,20 1(2,70; 151,20)
2,60 150,80 J(2,60; 150,80)
2,50 150,00 K (2,50; 150,00)
2,40 148,80 L (2,40; 148,80)

Tabela 7: Pares ordenados (x; ¥) que que relacionam o valor de
venda de cada espiga de milho e a respectiva receita didria.

Observe na Figura 12 a representa¢ao no plano car-
tesiano dos pares ordenados indicados na Tabela 7.
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Figura 12: Representagdo geométrica dos pares ordenados
da terceira coluna da Tabela 7.
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De partida, podemos observar, assim como observa-
mos nas Tabelas 5 e 6, que diferentes precos por espiga
(representados no eixo x) relacionam-se a um mesmo
valor de receita didria (representado no eixo y). Atente,
por exemplo, aos pontos F e K (com abcissas 2,50 e 3,00,
respectivamente), ambos possuem o mesmo valor no
eixo y (150). De fato, pode-se reunir os pontos em pares,
como foi feito na Tabela 6, e perceber que cada um dos
elementos do par ¢, sendo, a reflexdo do outro por uma
reta vertical, indicada na Figura 13 (na cor vermelha).
Essa reta é chamada de eixo de simetria e localiza-se na
metade da distincia horizontal entre os pares ordenados
que possuem o mesmo valor no eixo y.
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Figura 13: Eixo de simetria.
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Pode-se descobrir a coordenada x do eixo de sime-
tria calculando a média aritmética entre as abscissas
(coordenadas do eixo x) de dois pontos que possuem o
mesmo valor no eixo y. Por exemplo, a média aritmética
entre as abcissas (coordenadas dos eixos x) dos pontos F
e K é dada pelo seguinte calculo:

2,50 + 3,00 = 5,5 =2,75
2 2

Logo, da observacao da representagdo grafica dos
dados coletados pela pessoa que vende espigas de milho,
percebe-se que tais dados se distribuem, no plano carte-
siano, de forma a espelhar uns aos outros a partir do eixo
de simetria que possui abscissa x = 2,75. Além disso, ob-
serve que, quanto mais proximo um ponto esta do eixo
de simetria, maior é a sua coordenada no eixo y, isto é,
maior é a receita diaria. Vale também o contrario, quanto
mais distante do eixo de simetria um ponto estiver, me-
nor sera a sua coordenada no eixo y e, portanto, menor
sera a receita diaria.

Com isso, conseguimos deduzir para qual valor de
venda da espiga de milho havera a receita diaria maxi-
ma. Ora, se quanto mais préximo do eixo de simetria um
ponto esta maior € a receita didria, entdo a receita maxi-
ma deve ser aquela que é a coordenada y do ponto que
estiver sobre o eixo de simetria, ou seja, um ponto que
possui coordenada (2,75, y). Logo, a receita maxima sera
obtida quando a pessoa vender cada espiga de milho pelo
valor de G$ 2,75.
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A analise realizada até aqui para esta situagdo esta
intimamente associada com um tipo especial de fun¢ao
chamada de Fun¢ao Polinomial do Segundo Grau ou,
simplesmente, fun¢do quadratica. Tais fun¢des quando
representadas no plano cartesiano tragam curvas chama-
das de parabolas, tal como mostrado na Figura 14.

Figura 14: Curvas chamadas de parabolas.

Os pontos apresentados na Figura 13 podem ser co-
nectados de forma que sejam pertencentes a uma para-
bola. Por isso, convém analisar a relagdo entre o prego de
venda das espigas de milho e a receita didria por meio
de uma fun¢ao polinomial do segundo grau. Cabe dizer
que, assim como a fungéo polinomial do primeiro grau
apresentada no capitulo anterior, a fun¢do polinomial do
segundo grau também possui uma definicdo matematica
com uma forma geral.

Uma fungéo f: R > R sera chamada de fungao po-
linomial do segundo grau quando existem numeros
reais a, b, ¢, com a # 0, tal que fassocia x a ax*+ bx + ¢,
para todo x € R.
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Os numeros reais a, b e ¢ sao chamados de
coeficientes. A restrigdo para o coeficiente a ser diferen-
te de zero se da pelo fato de que uma equagao do tipo
0x? + bx + ¢ é equivalente a uma equacédo do tipo bx + c.
Assim como visto no capitulo anterior, a equagdo bx + ¢
seria uma lei de formagdo de uma funcio polinomial do
primeiro grau. A diferenca entre a lei de formacao de
uma fungado polinomial do primeiro grau para uma lei de
formagdo de uma fungido polinomial do segundo grau se
da justamente pelo acréscimo do termo ax? nesta ultima.

Em matematica, quando temos um termo elevado ao
expoente dois, este termo também pode ser lido como
“ao quadrado”, tal como é o caso do termo ax* em que
se 1& “a vezes xis ao quadrado” ou, simplesmente, “a xis
a0 quadrado”. E justamente pela ocorréncia do termo ax?
nas fung¢des quadraticas que estas recebem este nome. E
também devido a este expoente “dois” que este tipo de
func¢do pode ser chamado de fung¢do polinomial do se-
gundo grau.

No estudo sobre a maior receita didria para a venda
de espigas de milho, uma lei de formagao que nos permi-
te fazer a mesma investigagdo ¢ dada por f (x) = -0,2x* +
3x + 140, sendo x o nimero do dia da andlise de merca-
do. Nesse caso os coeficientes sdo: a = 0,2, b = 3 e c = 140.

Com a lei de formagao da fungdo polinomial do se-
gundo grau, ¢ possivel calcular a imagem da mesma for-
ma como se calcula nos casos de fung¢des polinomiais do
primeiro grau: basta substituir a varidvel x por um valor
do dominio da funcéo e realizar as operagdes; o resulta-
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do é o valor imagem y associada ao valor do dominio x
substituido inicialmente. Por exemplo, tomada a lei de
formagao f (x) = -0,2x* + 3x + 140 e considerando o do-
minio (D(f) ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 11}, temos que:

Parax=0
f(1) =-0,2(0)* + 3(0) + 140 =
0+0+140=
140
Parax=1

(1) = -0,2(1)* + 3(1) + 140 =
~0,2+3 + 140 =
142,8

Parax=2
f(2)=-0,2(2)* +3(2) + 140 =
-0,2.4+ 6+ 140 =
145,2
Parax=3
f(3)=-0,2(3)*+3(3) + 140 =
-0,29+9+ 140 =
147,2

... e assim por diante.
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Além de ser um método pratico para calcular imagens
a partir dos valores do dominio, a lei de formagao da fun-
¢ao polinomial do segundo grau ainda nos diz outras coisas
muito uteis. Por exemplo, antes de representar geometrica-
mente no plano cartesiano uma fungdo polinomial do se-
gundo grau é possivel saber, a partir do valor do coeficiente
a da lei de formacio, a concavidade da parabola, ou seja,
se a parabola associada a fun¢ao quadratica estara no plano
cartesiano voltada para cima (parecida com a letra U) ou
para baixo (parecida com a letra U de cabeca para baixo).

Quandoa>0,aconcavidadeestaravoltadaparacima
e nesse caso a funcio tera ponto minimo, ou seja, have-
ra um valor minimo no contradominio. Quando a < 0,
a concavidade estara voltada para baixo e nesse caso
a fungao tera ponto maximo, ou seja, apresentara um
valor maximo no contradominio, tal como no caso da
receita maxima da venda de espigas de milho. A Figura 15
sintetiza a relacdo entre o valor do coeficiente a da fungéo
polinomial do segundo grau e a concavidade da parabola
que representa graficamente a fungao no plano cartesiano.

a>0 a<0

Figura 15: Relagdo entre o valor do coeficiente a da lei de
formagao da func¢do polinomial do segundo grau e a
concavidade da parabola associada.
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O ponto de maximo ou de minimo da parabola é um
ponto V (par ordenado) no plano cartesiano chamado
de vértice. Nas parabolas com concavidade voltada para
cima o vértice sera o ponto de minimo, ja nas parabo-
las com concavidade voltada para baixo o vértice sera o
ponto de maximo. A Figura 16 destaca a localizagdo do
vértice V de uma parabola concava para cima e de uma
parabola concava para baixo.

o<

Figura 16: Parabola céncava para cima com o vértice destacado e

parabola concava para baixo com o vértice destacado.

Ha uma férmula util para calcular as coordenadas
(x, y) do vértice que utiliza apenas as informacoes dos
coeficientes da lei de formagdo da fung¢ao polinomial do
segundo grau. Para determinar o valor da abscissa do
vértice, basta utilizar a formula x,, =~ . Para calcular
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a ordenada do vértice, a férmula é y, :%, sendo que
A é o resultado da expressdo A = b* - 4.a.c.

Por fim, assim como discutido no Capitulo 2, os ze-
ros ou raizes de uma func¢io sdo todos os valores x, do
dominio, tal que f (x) = 0. Graficamente, as raizes corres-
pondem as abscissas dos pontos em que o grafico inter-
cepta o eixo x. Logo, para se estabelecer as raizes de uma
funcdo polinomial do segundo grau f (x) = ax® + bx + ¢,
pode-se substituir f (x) por zero e resolver a equagdo
ax® + bx + ¢ = 0. A solugdo desta equagdo corresponde
aos zeros da fun¢ao polinomial do segundo grau e pode
ser obtida por diversos meios, um deles ¢ popularmen-
te conhecido como férmula de Bhaskara'? apresentada a
seguir:

A
XxX=———,sendod = b*—4.a.c

Neste capitulo foram apresentados e discutidos ele-
mentos basicos sobre as Fun¢des Polinomiais do Segun-
do Grau. Nao foram esgotadas todas as possibilidades de

12 A férmula que determina as solu¢des de uma equagdo do segundo grau é
comumente chamada de Férmula de Bhaskara. Todavia, é importante res-
saltar que outros povos, tal como os egipcios, ja sabiam resolver problemas,
que hoje compreendemos por meio de equagdes do segundo grau, antes
do nascimento de Bhaskara. E apenas no Brasil que a férmula é conhecida
como Férmula de Bhaskara.
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estudo e aplicabilidades desse tipo de fung¢do polinomial.
Cabe pontuar que na Educagido Basica o estudo das fun-
¢des quadraticas estd em estreita relagdo com equagdes
do segundo grau. No proximo capitulo, o foco de andlise
serdo as fungdes exponenciais.
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Funcao Exponencial

4
A

ma das coisas mais temidas pelos viajantes que optam
por viajar de carro ¢ um problema mecénico no vei-
culo durante o percurso. Qualquer imprevisto exige que
a manutengao do veiculo seja realizada por profissional
especializado para que esteja garantida a seguranca de
todos os passageiros. Quando o incidente ocorre na re-
gido onde a pessoa mora, geralmente ja existe uma ofici-
na de preferéncia a ser procurada, mas quando é necessa-
rio buscar locais de manutencao veicular em cidades em
que a pessoa nao reside a histdria ja é outra. O comum é
utilizar um site de buscas e procurar quais oficinas estdo
mais proximas e depois decidir onde buscar ajuda. E ai
que uma dificil tomada de decisdo pode ser necessaria,
pois, a depender do tipo de servigo e do tempo para exe-
cutar a manuten¢ao, pode haver uma grande quantidade
de opg¢oes para deixar o carro em bom funcionamento.
Se numa cidade, por exemplo, ha duas oficinas me-
canicas, a Mecdnica Roda Bem e a Oficina do Z¢é Rodinha,
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que ofertam os mesmos dois tipos de servigo, o bdsico e
o completo, que contam ainda com duas modalidades di-
ferentes de prazo para execucdo, a expressa e a pronto ao
fim do dia, a quantidade de opgdes a serem consideradas
pode se tornar uma grande dor de cabeca. Perceba que
para cada uma das duas oficinas existem dois tipos de
servicos e para cada tipo de servico existem ainda mais
duas modalidades de execugdo, totalizando assim oito
possibilidades diferentes para contratar a manutengao
do carro, levando-se em consideracio uma oficina, um
tipo de servi¢o e uma modalidade de execugao! Na Tabe-
la 8 hd a lista de todas as oito possibilidades.

Possibilidade Oficina Tipo de Modalidade de
servico execucao
P1 Mecanica Roda Bem basico expressa
P2 Mecanica Roda Bem basico pronto ao fim do dia
P3 Mecénica Roda Bem  completo expressa
P4 Mecanica Roda Bem  completo pronto ao fim do dia
P5 Oficina do Zé basico expressa
Rodinha
P6 Oficina do Zé basico pronto ao fim do dia
Rodinha
p7 Oficina do Zé completo expressa
Rodinha
P8 Oficina do Zé completo pronto ao fim do dia
Rodinha

Tabela 8: Possibilidades de contratagdo do servigo de manuten¢io
do pneu do carro.
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Além de listar e contar todas as opgoes, tal como
mostrado na Tabela 8, também ¢ possivel calcular de for-
ma mais rapida a quantidade de opgdes de contratagao
do servi¢o de manuten¢ao do carro utilizando a opera-
¢do de multiplicagao. Multiplicar a quantidade de ofici-
nas (duas) pela quantidade de tipos de servicos disponi-
veis (dois) e, depois, multiplicar o resultado obtido pela
quantidade de modalidades de execu¢do (duas), resulta
na quantidade total de possibilidades de contrata¢ao do
servico. Esse raciocinio pode ser representado matema-
ticamente da seguinte forma:

Nesses casos em que a multiplicagdo envolve sempre
o mesmo fator (2), também é possivel expressar a quanti-
dade de op¢oes de contratagao do servigo de manutengao
do carro utilizando-se o que chamamos de potenciac¢ao.

Uma potenciagdo é uma operagdo matematica, indi-
cada por a” = b. Em uma potenciagao sempre é possivel
identificar trés elementos: a base, o expoente e a potén-
cia. Em que:

« abase é representada pelo numero a;

 oexpoente é representado pelo nimero # (Perceba que
na notagdo a" o n é escrito no canto superior direito
da a, em tamanho reduzido);
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o A poténcia é representada por a". O resultado dessa
operagao ¢ indicado por b.

A depender do valor do expoente ha diferentes proce-
dimentos para se calcular o valor da poténcia (resultado)®.

i) Potenciagdo com expoente inteiro e maior do que I:
a'=a-a-a-...-a
multiplicagdo de n fatores a

ii) Potenciacdo com expoente igual a 1:
a'=a

iii) Potenciagdo com expoente igual a zero:
a° = 1, base diferente de zero

iv) Potenciagdo com expoente inteiro e menor do que

Z€ro:

a" = l  base diferente de zero

an

Por isso, a quantidade de op¢des de contrata¢ao do
servico de manutenc¢ao do carro também pode ser cal-
culada por meio da operagao de potenciagdo, tal como
mostrado a seguir:

1 E possivel calcular poténcias, por exemplo, com expoentes reais (racio-
nais, irracionais) e também complexos. Contudo, foge do escopo deste ma-
terial uma discussdo detalhada de como proceder nestes casos (e em outros
que ndo citamos).
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2°=2.2.2=8
multiplicagao de 3 fatores 2

Perceba, que:
« abase da potencia¢ao é 2 (quantidade de op¢des);
« 0 expoente da potencia¢do é 3 (quantidade de escolhas);
o apoténcia é2’eseuvaloré2-2-2 =8 (total de possi-
bilidades).

Ainda sem sair do universo automobilistico, outra si-
tuagdo que por vezes é pauta de discussdes entre amigos
e familiares é a decisao da compra ou venda de um carro.
As divergéncias entre as opinides geralmente se dao em
torno do valor da depreciagdao do veiculo. Assunto esse
que nem sempre ¢ claro para todas as pessoas, a Unica
certeza é a de que comprar ou vender um carro ¢ algo
que precisa ser decidido com cuidado, principalmente
quando hd a intengdo de realizar um bom negdcio.

Existem basicamente dois modos de calcular a de-
preciacdo de um carro. O primeiro, por meio da tabela
Fipe, e o segundo, por meio do célculo contabil com re-
gras definidas pela Receita Federal. O primeiro ¢ mais
conhecido por quem ja realizou pesquisas de precos em
concessiondrias, pois ¢ o mais utilizado em negociagdes
e tem seus valores de depreciagdo determinados por for-
mulas que envolvem o tempo de vida util de cada vei-
culo. Ja o célculo contabil com base nas regras definidas
pela Receita Federal prevé a desvalorizacao anual de 20%
do valor pago pelo veiculo e geralmente ¢ utilizado para

59



Colegéo FOR-MA-TEMATICA: Matematica em Estudo

fins de prestacdo de contas patrimoniais, inclusive para o
pagamento do imposto de renda sobre o patrimoénio de
uma pessoa ou empresa.

Imagine vocé um carro com sete anos de uso, com-
prado novo ao custo de G$ 50.000,00. Perceba que pelas
regras definidas pela Receita Federal a depreciagdo anual
¢ de 20%. Isto é, a cada ano o valor do carro ¢ igual a 80%
do valor do ano anterior. Entdo, o valor do carro apds o
intervalo de um ano ¢ reduzido para 80% do valor inicial.
Neste modelo de depreciagao, logo apds um ano de uso,
o valor atual é de 80% do valor pago a vista. Ao chamar o
valor a vista de V| e o valor ap6s um ano de V, é possivel
calcular V| a partir de V, da seguinte forma:

V.=V, -80% (I)
V. =50.000 - 0,8
V, = 40.000

Assim, o valor corrigido do carro ap6s um ano de
uso, conforme as regras definidas pela Receita Federal,
¢ de G$ 40.000,00. Continuando os calculos para deter-
minar o valor do carro ap6s dois anos de uso, chamando
esse novo valor de V e considerando a depreciagio anual
de 20%, V, deve corresponder a 80% de V. Observe:

V,=V,-80% (1)

V, =40.000 - 0.8
V, =32.000
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Ou seja, ap6s dois anos de uso, o valor corrigido do
carro, conforme as regras definidas pela Receita Federal,
¢ de G$ 32.000,00. Seguindo o mesmo raciocinio, é pos-
sivel calcular o valor atualizado apds trés anos de uso.
Chamando esse valor de V, , temos:

V,=V,-80% (I11)
V, =32.000 - 0.8
V, = 25.600

E possivel entdo concluir que apds trés anos de uso o
valor depreciado do carro é de G$ 25.600,00. Continuar
calculando ano a ano até chegar no valor corrigido atual
(sete anos) é demasiado trabalhoso. Buscar uma relagao
matematica que permita o calculo direto do valor da de-
preciacdo do veiculo para o tempo de 7 anos é uma tarefa
mais proficua. Para tal, perceba que o valor ap6s um ano
da compra (V) esté relacionado com o valor inicial do
carro (V). E que, por sua vez, o valor ap6s dois anos (V)
estd relacionado com o valor apés um ano (V). Como é
possivel encontrar o valor de V| pela equagdo (I) e de V,
pela equagdo (II), também ¢é possivel calcular o valor de
V, a partir de V,, substituindo a equacdo (I) na equagdo
(II). Observe:

V,=V,-08

Mas V =V, - 0,8, portanto:

V,=(V,-0,8) 0,8
V,=V,-08-08
V,=V,-0,8 (V)
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Veja s6, o valor apds dois anos é igual ao produto
do valor inicial pela poténcia de base 0,8 e expoente 2,
expoente este que indica o nimero de anos transcorridos
desde a compra do carro. Seguindo o mesmo raciocinio
é possivel obter V, a partir de V. Para tanto, é necessdrio
utilizar as equagoes (III) e (IV). Observe:

V,=V, 08

V,=(V,-0,8)-0,8
V,=V, 0808

V,=V, 0,8 (V)

O valor ap6s trés anos é igual ao produto do valor
inicial pela poténcia de base 0,8 e expoente 3, expoente
este que indica o nimero de anos transcorridos desde a
compra do carro. Note que ha um padrao (regularidade)
nas equagdes (I), (II) e (V), que pode ser generalizado da
seguinte forma: V,, = 50.000 - 0,8", em que 7 representa o
nimero de anos transcorridos desde a compra do carro.

Assim sendo, para calcular o valor atualizado do
carro apos 7 anos de uso, conforme as regras defini-
das pela Receita Federal, ¢ possivel utilizar a relagao
V,, = 50.000 - 0,8", sendo # 0 numero de anos transcorri-
dos desde a compra do veiculo, ou seja, n = 7:

V,=50.000 - 0,8"
V.,=50.000 - 0,8’
V,=150.000 - 0,2097152
V,=10.485,76
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O raciocinio desenvolvido até aqui permite que o
calculo do valor atual do carro seja calculado para qual-
quer tempo de uso (em anos). Observe na Tabela 9 al-
guns valores de depreciagdo calculados a partir da rela-
¢ao V,, =50.000 - 0,8".

Ano(s) de uso Valor apos a depreciagao
do carro (n) (¥, =50.000 - 0,8")

0 50.000 - 0,8° = 50.000 - 1 = 50.000

1 50.000 - 0,8" = 50.000 - 0,8 = 40.000

50.000 - 0,82 = 50.000 - 0,64 = 32.000

50.000 - 0,8% = 50.000 - 0,512 = 25.600

50.000 - 0,8* = 50.000 - 0,4096 = 20.480

50.000 - 0,8° = 50.000 - 0,32768 = 16.384

50.000 - 0,8% = 50.000 - 0,262144 = 13.107,20

~N | O o W N

50.000 - 0,8” = 50.000 - 0,2097152 = 10.485,76

Tabela 9: Valor do carro ao longo dos anos.

Perceba que para cada ano de uso do veiculo ha um
unico valor atualizado apds a depreciagdo. Ou seja, a
expressao 50.000 - 0,8” é uma das formas de represen-
tar uma fungao que relaciona o valor corrigido do carro
(V) e o tempo (em anos) transcorrido desde a sua com-
pra (n). Assim como ja indicamos, por vezes é proficuo
analisar uma fung¢do por meio de graficos. Observe na
Figura 17 a representagdo gréfica das relagdes entre V e
n, por meio de um gréfico de colunas.
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Figura 17: Grafico de barras do valor do carro ao longo dos anos.

Situac¢des como essa do calculo da depreciagdo do
valor do carro costumam ser modeladas por meio de
fun¢des do tipo exponencial. As fun¢des do tipo ex-
ponencial sao aquelas cuja variagao esta associada ao
expoente de uma poténcia e suas representacoes gra-
ficas no plano cartesiano sdo curvas exponenciais. A

funcao exponencial é definida da seguinte forma:

Uma funcio que associa cada elemento x a uma
poténcia de base a e expoente x, isto é, a um numero
a*, em que a base da poténcia (a) seja maior do que
zero (a > 0) e diferente de 1 (a # 1) é chamada de fun-

¢ao exponencial.

Geralmente x é tomado como um elemento do con-

junto dos nimeros reais porque dessa forma ¢ possivel
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garantir que a* sera um elemento do conjunto dos nu-
meros reais positivos. Ainda, de outra forma, diz-se que
fé uma fun¢io exponencial de R em R} se for da forma
fix)=a, coma>0ea=l.

Vale destacar que se a base da potenciagdo fosse
igual a 1, todos os valores de f(x) seriam iguais a 1,
pois toda potenciagdo com base 1 resulta em 1. Por
isso, é necessario exigir que a base da poténcia da fun-
¢do exponencial seja um numero diferente de 1, caso
contrario a fun¢do nao teria caracteristicas de uma
func¢ao do tipo exponencial e se tornaria uma funcao
constante, f(x)=1. E possivel também justificar por
que fungdes cuja variacdo se da no expoente de uma
poténcia de base a com a < 0 ndo sdo chamadas de
fun¢des exponenciais, contudo tal justificacao foge ao
escopo deste material. O que importa aqui é destacar
que fungdes exponenciais sdo aquelas cuja variagao
esta relacionada ao expoente de uma poténcia de base
a,coma>0ea=l.

Para representar graficamente fun¢des exponenciais,
uma possibilidade é calcular alguns pares ordenados (x,
y) e depois representd-los no plano cartesiano. Conside-
remos a fungdo f(x) = 5%, conforme mostrado na Tabela
10 e na Figura 18, a seguir:
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X y

0 1

1 5

2 25

3 125
4 625
5 3125
6 15625
7 78125

Tabela 10: Pares ordenados (x, y) da fungéo f(x) = 5~

Figura 18: Grafico da fungao f(x) = 5*

Veja que a curva que representa a fungéo f(x) = 5* nao
cruza o eixo x. Isso se dé pois o contradominio da fun¢ao

exponencial ndo assume o zero e nem os numeros reais
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negativos como elementos. Vejamos o que ocorre para
flx) = 5% ao calcularmos os valores de y para valores de x
cada vez menores:

5!=5
5°=1
51=0,2
52 =0,04
57 =0,008

Analogamente, a fun¢do de depreciagdo do carro cita-
daanteriormente, cujalei de formagao é f(x) =50.000-0,8%,
pode ser representada graficamente no plano cartesiano,
conforme mostra a Figura 19, a partir dos pares ordena-
dos mostrados na Tabela 11.

X y
0 50.000

—y

40.000

32.000

25.600

20.480

16.384

13.107,20
10.485,76

~N | O o W N

Tabela 11: Pares ordenados (x, y) da fungdo f(x) = 50.000 - 0,8~
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Figura 19: Representa¢io geométrica da fun¢io f(x) = 50.000 - 0,8~.

Por fim, outro ponto importante a ser destacado so-
bre as fungdes exponenciais é o seu comportamento de
crescimento ou decrescimento. Existem casos de fung¢des
exponenciais em que conforme o valor de x aumenta o
valor de y também aumenta, o que caracteriza uma fun-
¢do crescente. A funcédo f(x) = 5* é um exemplo de fun-
¢do exponencial do tipo crescente. Ha outros casos de
fungdes exponenciais em que conforme o valor de x au-
menta, o valor de y diminui, caracterizando uma fun¢ao
decrescente. A fungio f(x) = 50.000 - 0,8* é um exemplo
de fungdo exponencial do tipo decrescente.

O crescimento ou decrescimento de uma func¢ao ex-
ponencial pode ser identificado antes mesmo da visuali-
zagdo da representagdo grafica da fungdo no plano car-
tesiano. Para tanto, basta analisar o valor do coeficiente
a presente na lei de formagdo da func¢do exponencial.
Quando a > 1, a representagdo grafica da fungao expo-
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nencial serd uma curva crescente. Quando a for um nu-
mero entre zero e um, a representacao grafica da fungao
exponencial serd uma curva decrescente. A Figura 20
sintetiza a relagdo entre o valor do coeficiente a da lei de
formagdo da fun¢ao exponencial e a representacdo grafi-
ca da fun¢édo no plano cartesiano.

Y

O<a<1l a>1

SSESESEEERESE (RSt Rene

-2 il 2 4 o -2 0 2 4 x

Figura 20: Relagéo entre o coeficiente a e o crescimento ou
decrescimento da fun¢do exponencial.

As fungoes do tipo exponencial tém aplicagdes em
varios outros contextos e areas do conhecimento, como,
por exemplo, em Biologia, no célculo de proliferagdo de
bactérias em um dado material. Neste capitulo, o objeti-
vo foi apresentar e discutir os conceitos basicos relacio-
nados as fungdes exponenciais. No préximo, o foco do
estudo sera o das fungoes logaritmicas.
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4
A

Trens sdo meios de transporte incriveis. Além de serem
economicamente interessantes, os trens sdo uma Oti-
ma op¢ao para passageiros viajarem a grandes distancias.
No Brasil, ha trilhos com transportes de passageiros em
grandes cidades (como Sao Paulo, Rio de Janeiro e Por-
to Alegre) e ha antigas ferrovias histéricas que oferecem
passeios turisticos encantadores (como no Parana, Mi-
nas Gerais e Espirito Santo).

Uma das coisas que pode gerar preocupagdo em
viagens de trens esta relacionada com uma das prin-
cipais caracteristicas deste meio de transporte: os tri-
lhos. Diferentemente de um oOnibus, carro ou barco,
um trem nao pode desviar de obstaculos que apare-
¢am em seu caminho. Além disso, qualquer mudanga
na posi¢ao dos trilhos pode causar um grave acidente
por descarrilamento dos vagdes, tal como em casos de
terremotos que podem desalinhar a estrutura de uma
parte do trajeto. Mas é claro que engenheiros, ao proje-
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tarem as ferrovias, levam em consideragdo todas essas
situacdes que podem causar danos aos trilhos, princi-
palmente em lugares onde terremotos sdo frequentes,
assim como nos territérios onde ha o congelamento dos
trilhos devido ao frio extremo (na China isso costuma
acontecer). Mas sera que em paises onde nao se leva em
consideragdo essas interferéncias da natureza corre-se o
risco de algum acidente grave? No Brasil, por exemplo,
Minas Gerais ja apresentou tremores de terra e é sabido
que os trilhos que por 14 existem nado foram projetados
para resistirem a grandes oscilagdes de terra. Dito de
outra forma, é seguro fazer um passeio de trem em Mi-
nas Gerais durante um terremoto?

Uma das formas de medir a intensidade de terre-
motos é por meio da escala Richter, desenvolvida em
1935 por Charles Richter e Beno Gutemberg, no Cali-
fornia Institute of Technology. A escala Richter é uma
escala logaritmica e sua magnitude (graus) ¢ uma me-
dida quantitativa da “for¢a” de um terremoto. Ela esta
relacionada com a amplitude das ondas registradas e
com a energia liberada a partir do epicentro de um
tremor.

A Tabela 12 relaciona a magnitude de um terremoto
e seus efeitos na superficie:
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Magnitude Efeitos
Richter
Menor que 3,5 Geralmente ndo sentido, mas gravado.
De3b5ab4 As vezes sentido, mas raramente causa danos.
De55a6,0 Na melhor das hipéteses, causa danos leves a edificios

estruturalmente solidos, mas pode danificar gravemente
residéncias mal-construidas em areas préximas.

De6,1a6,9 Pode ser destrutivo em areas de em torno de até 100 km
do epicentro.

De7,0a7,9 Grande terremoto. Pode causar sérios danos em uma
grande faixa.

8,0 ou mais Enorme terremoto. Pode causar graves danos em muitas
areas mesmo que estejam a centenas de quilometros.

Tabela 12: Escala Richter.

Para calcular a magnitude de um terremoto é neces-
sario medir a amplitude do tremor. A amplitude é uma
forma de medir a movimenta¢ao do solo. Ela esta dire-
tamente associada ao tamanho das ondas registradas nos
sismografos. A férmula que relaciona as amplitudes me-
didas com a magnitude do terremoto é:

M =log A -log A,
A é a amplitude mdaxima medida no sismografo a 100
km do epicentro do terremoto, é a amplitude de referéncia

(log A, € constante) e M é a magnitude do terremoto.

Perceba que para calcular a magnitude de um terre-
moto é necessario utilizar uma opera¢do matematica cha-
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mada de logaritmo, cuja notacao é log. O logaritmo esta
intimamente associado com a potenciagao (discutida no
Capitulo 4) e é definido como mostrado na Figura 21.

Figura 21: Defini¢do de logaritmo.

Em que:
o a e bsio numeros positivos, com a diferente de 1;
o O logaritmo de b na base a ¢ o expoente ao qual de-
vemos elevar a base a de modo que a poténcia a* seja
iguala b.

Por exemplo:
log,8 = x
o abaseé?2
« 0 logaritmando ¢ 8

+ ologaritmo é x

Veja na Tabela 13 como calcular alguns logaritmos a
partir da defini¢ao acima apresentada.
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Expressao logaritmica Célculo Logaritmo
log,8 = x 8= 2 =21> 3=y 3
log, 25 = x 05 =5 =5 2= x 2
log14=x 1 x -2
2 d=— o 2=2"2=-XX=
2 -2
log,1 = x 1=88=80=x 0

Tabela 13: Calculando logaritmos a partir da definigéo.

Por exemplo, para calcular a magnitude de um tremor
com amplitude A de 1 grau considerando a amplitude
de referéncia A com valor igual a 0,1, uma possibilidade
¢ iniciar com o célculo de log, A da seguinte forma:

log A =x
log,,1 =x
100=1

Entdo, x =0, pois 10° =1

Depois, calcular loglOAO, assim:

log, /A, = x
log 0,1 =x
10r=0,1

Entdo, x = -1, pois 107! = % =0,1

Entdo, com os valores de A e de A calcular a magni-
tude do terremoto da seguinte forma:
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M =log A -log A,

M=1-(-1)
M=1+1
M=2

Nesse caso, um terremoto com magnitude de 2
graus na escala Richter nao seria sentido e seria incapaz
de fazer tremer os trilhos de uma ferrovia. A critério de
curiosidade, o terremoto mais forte ja registrado ocor-
reu no Chile, com 9,5 graus de magnitude, causando
uma enorme tragédia. No Brasil, principalmente em
Minas Gerais, os tremores registrados nunca passaram
de 3,2 graus de magnitude. Ou seja, realmente é pouco
provavel que os trilhos de uma ferrovia em Minas Ge-
rais sejam afetados por algum terremoto, mesmo que
aquela estrutura ndo tenha sido projetada para suportar
tal fenomeno natural.

Perceba que hd uma relagdo entre a amplitude
marcada no sismoégrafo e a magnitude do terremoto.
Quanto maior for o valor da amplitude, maior sera a
o valor da magnitude, ou seja, maior serda o poder de
destrui¢do do terremoto. Para compreender melhor
isso, a Tabela 14 apresenta alguns valores de logarit-
mos de base 10.
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Expressao logaritmica Calculo Logaritmo
log,,10 = x 10=10 x=10
log,,10% = x 10¥ =102 x=2
log,,10% = x 10v=10° x=3
log,,10% = x 10=10* x=4
log,,10° = x 10v=10° X=5
log,,10° = x 10¥=106 X=6
log,,10" = x 100=10" x=7

Tabela 14: Logaritmos de base 10.

Observe que para cada valor do logaritmando ha
uma correspondéncia com um unico valor de logaritmo,
ou seja, ha al uma fungédo cuja lei de formagao envolve
o célculo de um logaritmo. Uma func¢ao logaritmica de
base a é definida da seguinte forma:

Uma fungdo f: R* > R chama-se fun¢io logaritmi-
ca'* se para todo x real positivo associa-se o valor de
seu logaritmo em uma base a, positiva e diferente de 1.
Ou seja, f(x)=log_a x, com a real, positivo ea # 1.

Logo, a relagao exposta na Tabela 14 pode ser anali-
sada por meio de uma fungéo f(x) = log, x, com x sendo
uma poténcia de 10. Dessa forma, para representar gra-
ficamente no plano cartesiano a fungao f(x) = log, x, tal

'* O simbolo R*, significa: Numeros Reais positivos e nao nulos.
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como mostrado na Figura 22, basta ampliar a Tabela 14
com uma nova coluna, a direita, que indique o par orde-
nado (X, y), tal como mostrado na Tabela 15.

Ig;g:ﬁsr;i(; Calculo Logaritmo Par ordenado
log,,10 = x 10°=10 x=1 (10, 1)
log,10% = x 10°=102 X=2 (102, 2)
log,,10° = x 100=10° x=3 (103, 3)
log,,10* = x 10°=10* x=4 (10%, 4)
log,,10° = x 10°=10° x=5 (105, 5)
log,,10° = x 10=10° X=6 (105, 6)
log, 107 = x 10=107 x=7 (107, 7)

Tabela 15: Pares ordenados da fungao f(x) = log, x para auxiliar na
construgio do grafico.

Figura 22: Representacdo grafica da funcéo.
Observe, na Figura 23, a representagao grafica de ou-

tras duas fungdes logaritmicas, f(x) = log x e f(x) = log1 x,
2
respectivamente.
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Figura 23: Representagio gréfica da fungao f(x) = log x e
flx)=log,x. e
2

A funcgio f(x) = log,x é crescente e a base do loga-
ritmo é a = 2, ou seja, a base a é maior do que um. Ja a
funcao f(x) = log% x é decrescente e abase éa = %, ou seja,
a base a é menor do que 1. Além disso, os graficos de
fix) = logx e flx) = log% x interceptam o eixo X no ponto

de coordenadas (1,0) e ndo cortam o eixo y. Isso porque:

« Sea>1,afuncdo logaritmica serd crescente.

o Se 0 <a<1,afuncdo logaritmica serd decrescente

Perceba que os graficos da fungado logaritmica e da
funcdo exponencial possuem um comportamento seme-
lhante: a fungdo exponencial intercepta o eixo y em (0,1)
e Ni0 cruza o eixo X, ja a funcdo logaritmica intercepta o
eixo x em (1,0) e nao cruza o eixo y. Ambas sdo crescen-

tes para a > 1 e decrescentes para 0 < a < 1. Acontece que
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a fun¢do exponencial e a func¢ao logaritmica sdo inversas
uma da outra, ou seja, isso significa que a funcao logarit-
mica faz o inverso do que faz a fung¢do exponencial.

Ha diversas outras situagdes que quando interpreta-
das matematicamente sao descritas por meio de expres-
soes logaritmicas ou fung¢des logaritmicas: o tempo para
uma substancia quimica reduzir a sua radioatividade
(Q=Q, €™, obrilho de uma estrela (m = ¢ = 25 - log, I),
a escala Richter para medir a intensidade de terremotos
(R = a + log, I), etc. Até mesmo o célculo da deprecia-
¢do do valor de um veiculo, tal como visto na se¢do an-
terior, poderia ser interpretado por meio de uma fungéo
logaritmica se quiséssemos calcular o tempo de vida util,
dado o valor atualizado do veiculo.
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Funcéo Periddica

4
A

Hé varios séculos, rios e mares sao utilizados para o
transporte de cargas e de pessoas. A histéria da huma-
nidade é marcada por acontecimentos relacionados ao
desenvolvimento de conhecimentos nauticos, tal como
as viagens dos europeus, nos séculos XIV e XV, para os
continentes americano e africano. A criagdo de mapas,
a sofisticacdo de embarcagdes, a determinagdo de rotas
para navegagdes sdo bons exemplos destes avangos cien-
tificos e tecnologicos, que permitiram nao sé a expansao,
mas também a consolidagdo do transporte hidroviario
(lagos e rios) e maritimo (mares e oceanos).

Um desses conhecimentos, fundamental para que
barcos possam atracar em seguranga, foi a compreensao
dos movimentos das marés. As marés sdo alteragdes perio-
dicas no nivel da agua causadas pelos efeitos combinados
de varios fatores, dentre eles a rotacdo da Terra e as for-
cas gravitacionais da Lua e do Sol. De maneira simplifi-
cada, pode-se dizer que a maré, a cada dia, realiza quatro
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movimentos: dois de cheia e dois de baixa". Os eventos
de cheia e baixa intercalam-se ao longo do dia, o que, ¢
claro, influencia as chegadas e partidas de embarcagoes,
principalmente no que se refere aos momentos de carga e
descarga. Isso porque, geralmente, a carga e a descarga sdo
realizadas proximas a costa e em 4guas rasas. E justamente
nas regides de agua rasa que as marés tendem a ter maior
influéncia sobre os transportes maritimos.

O calado, parte do barco que fica submersa, precisa
ter uma profundidade menor do que a profundidade da
agua do local para atracamento, caso contrario tem-se um
problema. Observe a Figura 24, que exemplifica a relagao
entre a profundidade do calado e a profundidade da agua.

Figura 24: Relagdo entre a profundidade do calado e a

profundidade da agua.

Se o calado encostar no fundo do mar ou do rio, ou
seja, se a estrutura submersa da embarcagdo tiver contato

1> Os movimentos que aqui denominamos de cheia e baixa podem também
ser referenciados como preia-mar e baixa-mar, respectivamente.
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com o solo, pode ocorrer de o barco encalhar ou ainda
danificar seriamente a sua estrutura. Dai a importéncia

do estudo das marés nesse contexto'®.

Como exemplo, observe a Tabela 16, que contém a
Tabua de Marés de um porto, cujo nivel médio de pro-
fundidade é de 1,4 metros, para trés dias consecutivos.

Tabua de Marés
Periodo de trés dias

Data Hora Evento Profundidade
aproximada (em metros)
Dia 1 5h Cheia 2,4
11h Baixa 0,4
17°h Cheia 2,4
23h Baixa 0,4
Dia 2 5h Cheia 2,4
11h Baixa 0,4
17°h Cheia 2,4
23h Baixa 0,4
Dia 3 5h Cheia 2,4
11h Baixa 0,4
17°h Cheia 2,4
23h Baixa 0,4

Tabela 16: Tabua de Marés.

16 Este contexto foi inspirado na se¢do “Troque ideias — A trigonometria e o
fendmeno das marés” (IEZZI et al., 2016, p. 64) e no artigo “Entenda o que
¢ 0 calado do navio” (BUENO, 2022).
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Perceba que os movimentos da maré se dao a cada
6 horas. Observe também que, como os movimentos in-
tercalam-se, o intervalo entre dois movimentos de cheia,
ou de baixa, é de 12 horas. Este intervalo entre dois mo-
vimentos de mesma natureza ¢ chamado de periodo da
maré. De maneira geral, o menor intervalo de tempo
em que ocorre a repeticio de um determinado fato ou
fendmeno é chamado de periodo.

A Figura 25 apresenta uma outra forma de analisar a
tabua das marés. Perceba que da esquerda para a direita
ha as marcagoes de algumas horas de um dia. A curva
ondulada representa o nivel da maré para cada hora. Por
exemplo, no tempo de 5 horas, o nivel da maré é maximo
(2,4 metros), no tempo de 11h o nivel da maré é minimo
(0,4 metros).

Figura 25: Relagdo entre o tempo e a altura da maré.
Além disso, a diferenga entre o valor da profundidade

de um periodo de cheia, ou baixa, e o nivel médio é sem-
pre de 1 metro. Chamamos o instante de valor méximo
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de pico e o instante de valor minimo de vale. Ainda, a dis-
tancia entre o nivel médio e o vale, ou o pico, é chamada
de amplitude.

Entre um pico e um vale ha sempre pelo menos um
periodo de decrescimento. Analogamente, entre um vale
e um pico ha sempre um periodo de crescimento. O que
pode ser compreendido a partir da observa¢ao do com-
portamento das marés: entre uma cheia e uma baixa ha
sempre um periodo de vazante; entre uma baixa e uma
alta ha sempre um periodo de enchente.

Assim, o periodo da maré, no nosso porto, é de apro-
ximadamente 12 horas e tem um nivel do mar que varia
dentro de uma amplitude de 2 metros. Isso significa que
a cada 12 horas a maré sobe uma vez 1 metro acima do
nivel do mar (isto é, até 2,4 metros de profundidade) e
desce 1 metro abaixo do nivel do mar (isto ¢, até 0,4 me-
tros de profundidade).

Veja que o comportamento das marés é algo que se
repete, ou seja, é periddico. Além disso, ha uma relagao
direta entre o tempo x e o nivel y da maré, pois a cada
hora x do dia ha um tnico nivel de altura y da maré cor-
respondente. Como visto anteriormente, relagdes desse
tipo podem ser analisadas por meio de uma fun¢ao. Nes-
se caso, o tipo de fungdo ¢é a fungdo periddica, que é defi-
nida da seguinte forma:

Uma func¢ao de R em R chama-se periddica quan-

do existe um numero real p > 0, tal que: f(x)=f(x+p),
para todo x € R, p é chamado de periodo da funcéo.
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Observe na Tabela 16 que o valor da altura da maré
y se repete a cada intervalo de 12 horas. Por exemplo, a
altura da maré as 5h é de 2,4 metros. Apds um periodo
de 12h, as 17h, a altura da maré se repete ficando com
2,4 metros novamente. Ou seja, a repeticdo das medidas
da altura da maré acontece a cada 12 horas. Matemati-
camente essa relacdo pode ser interpretada da seguinte
forma:
f(5)=2,4
f(17) =24
Entao, f(5) = f(17), pois f(5) = f(5+12)

Por isso, a relagdo entre o tempo e a altura da maré
pode ser analisada como uma funcéo periddica. Ainda,
outra forma de compreender como o fendmeno das marés
pode ser modelado por meio de uma fungéo periddica é
por meio da representacao grafica dos dados da Tabela 16
no plano cartesiano, conforme mostrado na Figura 26.

Figura 26: Representagio da curva do problema das marés
no plano cartesiano.

A forma geométrica que descreve a relagdo entre os
valores do tempo (eixo x) e os valores de alturas da maré
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(eixo y) é uma curva com um formato de onda. Ha vérias
outras situagdes que podem ser modeladas matematica-
mente por meio de fung¢des periddicas, tal como a des-
cricao de correntes elétricas alternadas, radiacao eletro-
magnética, péndulos, molas, etc. De maneira geral, tais
fendmenos sao modelados com base em dois casos de
fungoes periddicas: a fungdo seno e a fungdo cosseno'’.

Dado um nimero real x, pode-se associar a ele o va-
lor do seno de um angulo (ou arco) de x radianos. Defi-
ne-se a fun¢io trigonométrica seno como a fungao real
de variaveis reais que associa a cada nimero real x o va-
lor real sen x, ou seja:

f:R— R, flx) =senx
Antes de construir o grafico da fungdo seno, serd

apresentada a Tabela 17 com os pares ordenados (x, y). A
medida x do angulo (ou arco) esta expressa em radianos.

17 Dentre as fung¢des periédicas ha um grupo de fungdes que sdo chamadas
de fungdes trigonométricas. A fun¢do seno e a fungdo cosseno sio fungdes
trigonométricas. Estas fungdes recebem estes nomes devido & intima rela-
¢do que guardam com alguns dos objetos de estudo da trigonometria. O
primeiro volume da colegio FOR-MA-TEMATICA ocupa-se inteiramente
do tema trigonometria. L4 estdo apresentados e articulados os conceitos de
seno e de cosseno e como estes estio sempre associados a um 4ngulo ou
arco de referéncia. Cabe dizer que a funcdo seno e a fungdo cosseno estio
relacionadas entre si de forma que compreender uma é sendo compreender
a outra. Isso porque o valor numérico do seno de um angulo esta associa-
do ao valor numérico do cosseno de seu complemento. Embora a tangente
também seja um objeto trigonométrico, sua natureza periddica é distinta
daquela do seno e do cosseno, o que, portanto, requer um tratamento espe-
cifico que foge ao escopo deste texto.
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X y=senx
0 0
T 1
6 2
T V2
4 2
T V3
3 2
z 1
2

2 NE
3 2
3n V2
4 2
51 1
6 2
m 0
7T -1
6 2
5 -2
4 2
4n -3
3 2
o 5
2
5t —/3
3 2
71 -2
4 2

11m -1

6
2n 0

Tabela 17: Pares ordenados da fun¢io f(x) = sen(x).
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Pela tabela 17, é possivel perceber que as imagens
se repetem. Para evidenciar esse comportamento perio-
dico, segue, na Figura 27, a representa¢ao do grafico da
funcéo seno, entre 0 e 4.

Figura 27: Representacio grafica da fungio f(x) = sen(x).

A fungdo trigonométrica cosseno se define como
uma funcao real de varidveis reais que associa a cada nu-
mero real x o valor real cos x, ou seja:

f:R— R, flx) =cosx
Segue, na Tabela 18, os pares ordenados da fungao

cosseno. A medida x do angulo (ou arco) esta expressa
em radianos.
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X y =C0S X
0 1
u V3
6 2
™ vz
4 2
T 1
3
T 0
2

2m -1
3 2
3n -2
4 2
51 -3
6 2
b1 -1
7m —/3
6 2
51 —\/2
2
4m -1
3 2
3
o 0
2
51 1
3 2
71 V2
4 2
11n V3
6 2
2m 1

Tabela 18: Pares ordenados da funcio f(x) = cos(x).
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Na Figura 28, tem-se a representacgao grafica da fun-
¢ao cosseno, entre 0 e 4.

Figura 28: Representacdo grafica da fungio f(x) = cos(x).

Cabe evidenciar que a modelagem de fendmenos do
cotidiano, de natureza periddica, é geralmente realizada,
em matematica, por meio de fung¢des do tipo trigonomé-
tricas. Isso ndo significa dizer que toda fun¢ao periddica
¢ uma funcao trigonométrica. Como ja foi dito, basta que
uma fungao se repita dentro de um determinado perio-
do para que ela possa ser dita periddica. Agora, por que
geralmente optamos pelas fun¢des seno e cosseno para
modelar problemas do cotidiano? Isso se deve a varios
fatores, dentre eles se destaca a facilidade de adequar es-
tas fungdes a esses problemas.

As fungdes seno e cosseno podem agregar facilmente
em suas leis de formagao outras informa¢des chamadas
de parametros. Esses pardmetros sdo definidos levan-
do-se em conta trés caracteristicas essenciais para esses
tipos de fungdes periddicas: deslocamento vertical (ni-
vel médio), amplitude e periodo, que variam conforme
cada situagao, observe a Figura 29.
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Figura 29: Parametros da fungio seno.

Tais pardmetros causam os seguintes impactos nas
representagdes graficas das fungoes do tipo trigonomé-
tricas:

« O parametro a desloca verticalmente a curva no pla-
no cartesiano estabelecendo um novo nivel médio.
Repare que na fungéo seno e cosseno o nivel médio é
sempre zero;

o O parametro b aumenta ou diminui a amplitude da
curva, ou seja, interfere na distdncia entre o ponto de
pico e o ponto de vale;

o O parametro c alarga ou estreita o periodo, ou seja,
aproxima ou afasta horizontalmente dois pontos de
maximo consecutivos ou dois pontos de minimo con-
secutivos.

No caso do fendmeno das marés discutido no inicio

do capitulo, a fungao do tipo trigonométrica que melhor
modela aquela situa¢do tem a seguinte lei de formagéo:
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fx) =14+ 1~cos(%- (x-5))

b

em que X é o tempo em horas

Veja que a fungdo f(x)=14+1- cos(%- (x - 5))
ndo ¢ a funcio seno nem a fungio cosseno. E, por outro
lado, uma funcdo associada a fungdo cosseno, dita do
tipo trigonométrica e ponderada pelos pardmetros: des-
locamento vertical, amplitude e periodo. A Figura 30
apresenta o grafico de f(x)=1,4+1- cos (% (x - 5)) .

Figura 30: Representacio grafica da fungio

f)=14+1- cos(%- (x—5))

Como dito anteriormente, as fun¢des periddicas sdo
amplamente utilizadas em varias dreas do conhecimen-
to, principalmente para modular fendbmenos por meio
de senoides e de cossenoides (curvas resultantes da re-
presentacdo grafica da fungdo seno e cosseno, respecti-
vamente). Uma compreensdo profunda dos fenomenos
periddicos e suas modelagens matematicas geralmente
exige a mobilizacao de outros conhecimentos da Mate-
matica, dadas suas complexidades. Porém, o reconheci-
mento das fung¢des que apresentam periodicidade e suas
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respectivas representagdes graficas no plano cartesiano
ja é de grande ajuda para a analise das situagdes que po-
dem ser modeladas por tais objetos matematicos e, por
isso, o foco de estudo se deu apenas sobre esses aspectos.

94



ALGUMAS PALAVRAS FINAIS...

4
A

Encerrada esta apresentagdo de alguns dos principais
conceitos relacionados ao tema Funcdes, esperamos
que este material possa cumprir com os objetivos para os
quais foi pensado: constituir-se em um rico material de
apoio para o estudo dos principais conceitos sobre Fun-
¢oes estudados na Educagdo Basica, contribuindo para a
formacao de tradutores e intérpretes de Libras, professo-
res que ensinam Matematica, estudantes e qualquer pes-
soa interessada neste temal!

Convidamos o leitor a acompanhar os trabalhos do
Gepam (gepam.ufsc.br) e a conhecer os materiais e cur-
sos de formagdo em Matematica que temos desenvolvi-
do, resultado de nossos estudos e pesquisas, no esfor¢o
de problematizacdo das relagdes entre alteridade e edu-
ca¢do matematica.
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